CALCUL D’'INTEGRAL
1°-ELT-CPI-MI,2024-2025

1. CALCUL DES PRIMITIVES
1.1. PRIMITIVES

Définition 1.

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Une primitive de f sur I est une fonction F', définie sur I,

dérivable sur I, telle que :
Fl(z)=f(z) Vxel

Exemple 1. @ f(z) = 322,
F(x) = 23 est une primitive de f sur R.
F(x) = 2% + 2 est une primitive de f sur R.

F(z) = V22 + 3 4 7 est une primitive de f sur R.

Proposition 1.
Toute fonction continue sur un intervalle I, posséde au moins une primitive sur I.

Remarque 1.
Si F' et G deux primitive de f sur I alors il existe un réel k tel que F(z) = G(x) + k

Notation 1.

Si f une fonction continue sur un intervalle I, on note | f(z)dz Pensemble des primitives de f sur I.

Exemple 2. @fl‘d{l):%Q—{—C, ceR
®@ [ldz=Iz[+c, ceR

1. 2. PRIMITIVES USUELLES :

Fonction f Primitive F' | Domaine de définition Dy
", neN %x”‘*‘l R
z®,  aeR\{1} a%i_lxo“*'l 10, +o0]
1 In|z| R*
1+1$2 arctan(zx) R
T :
i arcsin(x) ] 11,11[
N arccos(z) [—1,1]
e e’ R
sin(z) —cos(x) R
cos(z) sin(z) R
sh(x) ch(x) R
ch(z) sh(x) R
1}1—12 argsh(x) R
x;_l argch(x) J1, 4-o00[
1—1952 argth(x) | —1,1]

1. 3. OPERATIONS SUR LES PRIMITIVES :

Soit F' et G deux primitives de f et g respectivement.
Le tableau suivant résume quelque opérations sur les primitives :
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Forme | Primitive | Condition
f+g F+G Vf,g
Af AF AeR
f/fn %_an—kl n €N
% 2V f f(z)>0
freos(f) | sin(f) vf
fsin(f) | —cos(f) vf
flel el v f
L In|f| f#0
Exemple 3. @ f(z) =42%, T=R.
On a
F(x) = /f(:c)dz
= /4m2dac
= 4/m2dm
= 4(%1:3) +c
= %.Tg +c
@ f(z)=2x(z2-1)% I=R.
On a

= 6(3:2 ~1)f+¢
® f(z) = =

Ner=t I=)2,+o0].
On a
F(m):/f(x)da:
_/\/31:—6 !

:/C’)gw%ﬁé’m

=2V3x—6+c

@ f(x) =2z —2cos(2z) — 6sin(3z — 1), I=R.
On a

F(z) = /f(l‘)dx
= /(2;1: — 2cos(2z) — 6sin(3z — 1))dx

= 22 — sin

= /(230 — (22) cos(2x) — 2 x (3x — 1) sin(3z — 1))dx

(22) +2cos(3z — 1) + ¢
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2. CALCUL D’'INTEGRAL
2. 1. CALCUL PAR PRIMITIVE

Définition 2.
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et soient a,b € I. Alors 'integrale entre a et b de la fonction f
est le nombre noté f; f(x)dx qui vaut F(b) — F(a); avec F' une primitive quelconque de f sur I.

Notation 2.

* on note [ f(z)dr = [F (&)l = F(b) ~ F(a).
* fabf(x)dx = fabf (u)du = fbf )ds , ¢’est juste une écriture.
Exemple 4.
@
/1 4a’dr = |:4l‘3 1
0 3 Jo
4 4
®
1 1
/ 2x(x? — 1)%dx = | (2% —1)(2* — 1)°dx
0 0
1 b
=[50 =5
®
33 3z —6)
/2 Ve 6" _/2 N
— [2v32 = 6], = 2V/3.

2. 2. PROPRIETES DE L INTEGRALE :
Relation de chasles :

Proposition 2.
Soit f une fonction continue sur /.
Pour tous a,b,c € I on a :

b c b
/ f(a:)dx:/ f(m)dx—i—/ f(z)dz (Relation de chasles).

En particulier fj f(@)dz = — [ f(z)dx
Linéarité :

Proposition 3.
On suppose que f et g sont continues sur I et A € R.

alors :
/ab(f(:z‘) + Ag(x))dx = /ab f(z)dx + A/abg(m)dx

Positivité :
Proposition 4.
Soient f une fonction continue sur I,a,b € I tels que a < b.

alors :
® Si f(x) >0 Vz € [a,b], alors f: f(z)dz > 0.
@ Si f(x) > g(z) Yz € [a,b], alors [° f(z)da > [° g(x)da.
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3. TECHNIQUES DE CALCUL D’'INTEGRAL :
3. 1. INTEGRATION PAR PARTIES :

Proposition 5.
Soient u et v deux fonctions dérivables sur [a, b] et dont les dérivées sont continues sur [a, b]. Alors :

b b
/ u(z)v (z)dx = [u(m)v(m)]g —/ o' (z)v(x)dz.
Exemple 5.

®7I= fol retdx.
On pose :

{u(x) =x . {u’(m) =
V'(z) =e* v(z) =e”

Donc par intégration par parties :

I /0 et = /O ) ()
= [u(z)v(z)]§ — /0 1 o' (z)v(x)d

®@ I = [} In(x)dz.

On pose :

2
= [zIn(z))? —/1 ldx

= [z In(2)]} — 2]}

=2In(2)-0-2+1=2In(2) -1

3. 2. CHANGEMENT DE VARIABLE :

Proposition 6.

On considére une fonction ¢ dérivable sur un intérvalle I, et soient a,b € I, et J un intervalle contenant ¢(7).
Soit f une fonction définie et continue sur J, et soient F' une primitive de f sur J.

Alors :

b @ (b)
/ flo(@)¢ (x)de = / f(u)du.
a ¢(a)

Exemple 6.

® I:ff‘x;ﬁdx,t:\/:z.

t=\r = z=1t%.
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t=+r = dt:;%.

Donc dzx = 2y/xdt = 2tdt. Et on a :

donc par changement de variable :

4
I = —
/1m\/5dx

2
2t
:/ 2
1 P+t
2
2
= —dt
L t+1

= 2[In(t + 1))2

— 21n(3) — 21n(2) = 21n (g) .

ol

©) I=[2aV1—22dz, u=2

3
u=1z? = r=/u
u=1?2 = du=2uxdz.
_du _ 1 .
Doncd:v—ﬂ—mdu. Eton a:

—
(Il
N[ Lol
—
2
oy
= o)

donc par changement de variable :

1
I:/zmx/l—x2da:
1
3

i Vuyl—u
———du
1 2\/u

1
1/t
:2/4\/1—udu
1
5

N

©l=

Remarque 2.

Pour faire un changement de variable,

* N’oublier pas de changer les bornes.

* Modifier dx suivant la regle : si u = (), alors du = ¢'(z)dx.

Application 1.

Soit a > 0:

@ Si f est paire, alors [, fe)de =2 [ f(x)da.
® Si f est impaire, alors ffa f(z)dx = 0.

3. 3. CALCUL DES INTEGRALES DES FRACTIONS RATIONNELLES

Pour les éléments simple de premiére espéce : [ ﬁdw
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x Pour k=1:

/(a)kd:c:aln|x—a|+c.
r—a

ot = [ Gt

(x —a)l=F

1-k
o

T (1 —k)(z—a)F T

*x Pour £ >1

+c

+c

Pour les éléments simple de deuxiéme espéce : [ xffljx 1Cd:c On écrit
2
ﬁx+’y—/8<2x+ ;)
b
:§(2x+b)+K. avec K = 'y—?ﬁ
Donc
Pr+~y B 20+b K
22+br+c 2x24br+c al+br+c
bon B+ B[ 2w+b K
x4+ x
——dr =~ | —+——d —d
x2—i—bm—i—c$ 2/x2—|—bx+c x+/x2—{—bx—i—0x
A B
Pour la partie (A), on a :
2x +b
ﬁ/ v zéln\$2+bx+c|+C.
:E2+ba:+c 2

pour le calcule de I'intégrale B :

2\’
Onécrita:2+bx+c:(x+g)2+c—lf:(x—i—g)2+< c—) .

Donc

/de:/de
x2+br+c (354_ ) 2

2z+b
2p

7| e [
2 U
Zx—l-b u
K/
u2+1

= — arctan +C
= (u)

faisant le changement du variable u = , alors dx = pdu. Donc

D’ou

K 2 b
/Wd ln|x2+b$+c+parctan<x+ >+C

z? + bx + 2p

avecK:’y—%etp—c—g
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Exemple 7. @ I = f4 x?_@il
On a

/4 3z +1 :/43(2x+§)dx
3 2+x+1 3 22+r+1

3 (% 2z+1 t 3
S o,
2 )3 224+2+1 3 2 +x+1

}: Iz
Pour I; on a
21
L g o |2% + 2 + 1] g(ln(21) _n(13)) = gln <13> .

Calculons Is : On a

4

1
2
+ x4+

/ |
/ 5 da
A

[SpRTEN

faisant le changemet de variable v = 22£L. On a

V3
2
du:ﬁda: — d:U:\égdu
et
_3 w= T
e f
Donc
9 [3V3 V3
]2:/ -
3 =z uz +1
/3\[ 1 N
\f u2 41 Y
1 3v3
= —— |arctan(w
\/3[ ( )]%
1 7
= — (arctan ((3V/3)) — arctan [ —
\/§< <( >) <\/§>>

[ B (2 = 2 (ot (8)) - o ()

4. APPLICATIONS
4.1. CALCUL D’AIRE :

Proposition 7. Soit f une fonction continue [a, b].

La quantité A = f; |f(x)|dz est laire du domaine compris entre la courbe de f, I'axe des abcisses et les droites
d’équations x = a et x = b.
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L’aire A = f00'5(;172 —1)dz

Exemple 8.

® L’aire compris entre lacourbe de la fonction f(z) = % et les droites d’équations = = %, x =4 et 'axe des

abcisses.
4
1
A= / —dzx
T

— ()4

—In(4) —In <;>

=21In(2) +1n(2) = 3In(2)

® L’aire compris entre lacourbe de la fonction f(z) = 22 — 3z + 2 et les droites d’équations z = 1, x = 3 et
I’axe des abcisses.

3
A:/ (2 — 3z +2)da
1

_ 1 3 3 2 ’

o1

4

4.11 VALEUR MOYENNE

Définition 3.

On appelle valeur moyenne d’une fonction f(x) définie et continue sur l'intervalle [a, b] la quantité :

_ 1 b
f=ima |

Si une fonction f est périodique de période T la valeur moyenne s’exprime par :

T
Fez | faa

Dans le cas ou f est positive, la valeur moyenne m de f sur [a,b] est telle que I'aire délimitée par la courbe
représentative de f, I’axe des abscisses et les deux droites z = a et x = b coincide avec 'aire du rectangle de cotés
m et b— a.

Exemple 9.

® La valeur moyenne de f(z) = 23 sur [—1, 3] est donnée par :

1 3
m = / 22 da.
3—(=1)J4,
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Calculons cette intégrale :

Ainsi,

Donc, la valeur moyenne est :

4.12 VALEUR MOYENNE

Définition 4.
On appelle valeur efficace d’une fonction f(x) définie et continue sur Uintervalle [a, b] la quantité :

fe:\/bfa/abf%t)dt.

Si une fonction f est périodique de période T la valeur efficace s’exprime par :

T
fo=\7 [ roa

La valeur efficace est une quantité tres utilisée en électricité. La tension qui est fournie par EDF est une tension
non constante, alternative. Sa valeur suit la courbe de la fonction sinus. Pourtant, on nous dit que nous avons une
tension de 220V (en fait, 230V maintenant). Cette valeur est la valeur efficace (sur une période) de la tension qui
nous est fournie.

Précisément, la valeur efficace d’'une tension U est la valeur d’une tension continue qui produirait le méme
échauffement que U sur une résistance. Cette notion est celle qui est utilisée dans les calculs de puissance.

Exemple 10.

® La valeur efficace de f(z) = 2% sur [1, 3] est donnée par :

1 3
=y f

Calculons cette intégrale :

Ainsi,

Donc,

\/1 2188 2188 547
fe=1/= X =\ =1/ =
4 7 28 7
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