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1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU PREMIER ORDRE
1.1. DESCRIPTION

Définition 1.
Ce sont des équations différentielles qu’on peut écrire sous la forme

(E): a(t)y(®) +b()y(t) = c(t).

ou a, b, ¢ sont des fonctions continues.
c(t) est appelé le second membre.

Remarque 1.
® Sia, b, et ¢ sont des constantes, on dit que I'équation linéaire est & coefficients constants.
® Lorsque c(t) n’est pas constamment nul, Péquation différentielle a(t)y’ (t)+b(t)y(t) = c(t) est dite "complete”.
® Lorsque ¢(t) = 0, on dit que ’équation différentielle linéaire a(t)y’(t)+b(t)y(t) = 0 est “sans second membre”
(ou encore ” homogene 7).

@ A toute équation différentielle linéaire (E) : a(t)y'(t) + b(t)y(t) = c(t) correspond une équation différentielle
linéaire sans second membre a(t)y'(t) + b(t)y(t) st I’équation sans second membre "associée” a
I'équation (F).

Exemple 1. L’équation différentielle du premier ordre (E) 2ty'(t) — y(t) = v/t (& résoudre sur ]0, +oo[) est
linéaire. En effet, elle est de la forme a(t)y'(t) + b(t)y(t) = c(t) avec a(t) = 2t, b(t) = —1 et c(t) = V. Son
équation homogene associée est (H) 2ty'(t) — y(t) = 0.

1. 2. PRINCIPE GENERAL DE RESOLUTION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE LI-
NEAIRE

Pour résoudre une équation différentielle linéaire (en fait quel que soit son ordre), la méthode générale consiste
a commencer par résoudre ’équation sans second membre associée. En effet, on a le résultat :

Théoréme 1.
La solution générale d’une équation différentielle linéaire est obtenue en ajoutant une solution particuliere de
I’équation compléte a la solution générale de 1’équation sans second membre associée.

1. 3. FORME DES SOLUTIONS DE L'EQUATION SANS SECOND MEMBRE

Remarquons d’abord qu’une équation différentielle du premier ordre linéaire sans second membre admet tou-
jours la fonction nulle comme solution particuliére.
En fait on a le résultat suivant :

Proposition 2.
Si f est une solution non nulle, dans un intervalle I olt a(t) ne s’annule pas, de 1'’équation (H) a(t)y’(t)+b(t)y(t) = 0,
alors la solution générale de (H) sur I est y = Af ou A € R.

1.4. RESOLUTION DE L’EQUATION SANS SECOND MEMBRE

Premiére méthode de résolution :
Une équation différentielle du premier ordre linéaire sans second membre est aussi une équation différentielle a
variables séparables; il suffit d’écrire (pour y # 0, on sait que la fonction nulle est solution, on cherche donc les
autres fonctions solutions).

y'(t) _ o)

y(t) — a(t)

Donc dans tout intervalle I dans lequel la fonction a ne s’annule pas on est siir que les solutions de (H) sont, outre

(H):  a)y'(t) +b(t)y(t) =0 <

la fonction nulle, les fonctions y(t) = f(¢) telles que In|y(¢)| = [ ——dt Si G est une primitive de la fonction
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x —% les solutions de (H) sont donc les fonctions qui vérifient In |y(t)] = G(t) + ¢ ou encore |y(t)| = e&®)+e,

soit y(t) = *e G en notant A\ = +e€ qui est un réel non nul et quelconque, on peut conclure que les solutions
non nulles de (H) sont les fonctions de la forme y(t) = f(t) = X\e¢®).
Deuxiéme méthode de résolution : "

b(t

On met I’équation (H) sous la forme y/(t) = —@y(t) = u(t)y(t), ot on a posé u(t) = — b(t)

a(t)’

u est une fonction continue, qui admet des primitives sur /. Soit U une primitive de u sur I. Il est facile de vérifier
que la fonction f définie par f(t) = eV® est une solution de (H).

Donc la solution générale de (H) est :

b(t
y(t) = X’ ® avec U(t) = /_a((tidt +c
Théoréeme 3.
La solution générale de I’équation différentielle du premier ordre linéaire sans second membre (H) : a(t)y'(t) +
b(t)y(t) = 0 est y(t) = AeV® avec U(t) = [ — ((tgdt +c
c’est-a-dire que U est une primitive de la fonction ¢ +— — E?)
Exemple 2. Résoudre sur I =] — 7, 5[ I'équation différentielle

(H) cos(t)y’ + sin(t)y =0

(H) s’écrit y =
Et ona [ — 220 dt = In(| cos(t)]) + ¢ = In(cos(t)) + ¢ car cos(t) > 0 sur 1.
La solution generale de (H) est donc y(t) = Ae®(©3(t) = X cos(t).

COS

1. 5. RECHERCHE D’UNE SOLUTION PARTICULIERE :

Dans un certain nombre de cas, il faut ” sentir” I'existence d’une solution particuliére et penser a 1’exploiter.
C’est en particulier souvent le cas lorsque le second membre est une constante, ou une fonction polynéme simple.
Dans ce cas, on recherche la solution particuliere par identification. Voici deux exemples.

Exemple 3. Résoudre ’équation (E) : y' + 2y = 3.

L’équation sans second membre associée, ' = —2y admet comme solution générale y = \e™ 2!, puisque [ —2dt =
—2t + c¢. D’autre part, si y = %, il est clair que 3y = 0 donc la fonction constante ¢ — % est une solution de (F).
Donc la solution générale de I’équation (E) est y = e 2! + %

Exemple 4. Soit I'équation (E) cos(t)y’ + sin(t)y = 1, a résoudre sur l'intervallel =] — 7, Z[.

On a déterminé la solution générale de son équation sans second membre associée (H) cos(t)y’ + sin(t)y
y(t) = Acos(t). En pensant a cos(t)? + sin(t)2 = 1, la fonction y = sint est une solution particuliere de (E
solution générale de (E) est donc y(t) = Acos(t) + sin(t).

=0.
)- L

Dans tous les cas ol on ne devine pas une solution particuliére, on a recours a la méthode de variation de la
constante.

1.51 METHODE DE LA VARIATION DE LA CONSTANTE :

On consideére une équation différentielle linéaire (E) : a(t)y’ + b(t)y = c(t) et son équation homogene associée
(H) : a(t)y’ + b(t)y = 0, a résoudre sur un intervalle ouvert I.
Supposons qu’on a résolu (H) et déterminé sa solution générale qui est sous la forme y = Ag(t), g étant une
fonction qui ne s’annule pas sur I, puisque g est de la forme g(t) = eV ® avec ut)=J[ —%dt + ¢. La méthode
de la variation de la constante consiste a chercher les solutions de (E) sous la forme y(t) = A(t)g(t), c’est-a-dire a
remplacer dans I'expression de la solution générale de (H) la constante A par une fonction ¢t — A(¢). Remarquons
que le fait de chercher les solutions sous cette forme ne nuit en aucune facon a la généralité du probléme, car pour
toute fonction z, il est possible d’écrire z = A(t)g(t) en posant, pour tout ¢ € I, A(t) = % puisque g(t) # 0 pour
tout t € 1.
Une fonction y écrite sous cette forme y(t) = A(t)g(t) est telle que y' = N (¢)g(t) + A(t)g'(t) ; elle est donc solution
de (F) lorsque a(t)y’ + b(t)y = ¢(t) c’est-a-dire lorsque

a(t) (X (B)g(t) + A(1)g'(£) + BOADg() = e(t) < al)N (D)g(t) + AE)(a(t)g'(t) + b(E)g(t)) = c(t)
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Mais n’oublions pas que g est solution de (H), donc a(t)g'(t) + b(t)g(t) = 0. Ce qui fait que les solutions de (F)

sont les fonctions y = \(t)g(t) avec N () = % (on peut diviser par a(t) et g( ), car ces fonction ne s’annulent

7a(t)(z)(t) c’est- a-dire si f ( )dt F(t) + ¢, les solutions de

(E) sont les fonctions y = (F(t) +¢)g(t) = F(t)g(t) + cg(t) qui sont bien sous la forme d’une solution particuliere
de (F) (y = F(t)g(t)) additionnée a la solution générale de (H).

Exemple 5. Résoudre (E) 2ty’ —y = v/t sur I =]0, +o0.

L’équation sans second membre associée est

pas sur/).Si F' est une pnmitlve de lafonction ¢ —

1
(H) 2ty —y=0 <=y = 57Y

Etona [ dt = 3In(|t|) +c= 3In(t) + c = In(\) +c.

Donc la solution générale de (H) est y = (VD) = /2.

On cherche les solutions de (E) sous la forme y = A(t)vt = A(t)g(t) avec g(t) = V/t. On écrit donc y' =
N(t)g(t) + A(t)g'(t) et y est solution de (E) si et seulement si

2t(N (t)g(t) + A(1)g (1)) = A(B)g(t) =Vt = 22N (OVE+ ) (2tg'(1) — g(1)) =Vt

=0 car g solution de (H)

1
N(t) ==
— N(t) 5

1
= A(t) = §1n(t) +ec.
La solution générale de (E) est donc y = (3 1In(t) + ¢)v/t = V(O In(VE) + eV

1. 6. CONDITIONS INITIALES :

Théoréme 4.
Soit tg € I et yp € R Une équation différentielle linéaire du premier ordre (E) définie sur un intervallel posseéde
une unique solution vérifiant une condition initiale du type y(to) = yo.

Exemple 6. La solution de (E) : 2ty’ —y = v/t qui vérifier y(1) = 1 est

L) + o) vE = VIO (Vi) + Vi

y(t) = (§1n

en effet on a trouver que la solution générale de (E) est

Y= (; n(t) + )Vt = /(t) In(Vt) + eVt
alors
y(1) =1 <= VIln(V1)+cVl=1 &= c=1

d’ou le résultat.

2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE LINEAIRES A CO-
EFFICIENTS CONSTANTS
2. 1. DESCRIPTION

Une équation différentielle du second ordre linéaire est une équation du type
(B)  a®)y” +bt)y + c(t)y = d(t)

La fonction d est le second membre, et 'équation (H) : a(t)y" + b(t)Y’ + ¢(t)y = 0 est son équation sans second
membre (ou homogene) associée.

Comme pour les équations du premier ordre, on obtient la solution générale de (E) en additionnant & la solution
générale de (H) une solution particuliere de (E).

Dans ce cours les fonctions a, b, ¢ sont constantes, c’est-a-dire ’équation différentielle (E) est a coefficients
constants.
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2. 2. FORME DES SOLUTIONS DE L'EQUATION SANS SECOND MEMBRE

Il s’agit de résoudre une équation différentielle du second ordre linéaire & coefficients constants, sans second
membre (ou homogene), du type (H) ay" + by’ + cy =0, a, b, ¢ étant des réels et a étant non nul (pour que (H)
soit bien du second ordre. On a le résultats :

Proposition 5. Si fi et fo sont deux solutions non proportionnelles de I'équation (H) ay" + by’ + cy = 0, alors
la solution générale de (H) est y = A1 f1 + A2 f2.

2. 3. RESOLUTION DE L’EQUATION SANS SECOND MEMBRE

Nous allons nous attacher a trouver deux solutions indépendantes (i.e. non proportion- nelles) de ’équation
(H) ay" + by’ + cy = 0.
Il est bien connu que dans le cas d’une équation différentielle du premier ordre linéaire homogene a coefficients a

et b constants ay’ + by =0 <= ¢ = ay avec o = —2, la solution générale est y = e,

L’idée est donc d’essayer ici aussi de trouver des solugions sous forme exponentielle : f(t) = e,
Déterminons a quelle condition une fonction exponentielle f(t) = e est solution de cette équation (H).
On a f'(t) = re™ et f"(t) = r2e" donc af'(t) + bf'(t) + cf(t) = (ar? + br + c)e™ .
Donc la fonction exponentielle f(t) = e™ est solution de (H) si et seulement si r est une racine de I’équation (C)
ar? 4+ br + ¢ appelée équation caractéristique de 1’équation (H).
On s’est ramené 4 la résolution d’une équation numérique du second degré, ce qui est plus facile. Soit A = b? —4ac
le discriminant de (C).

b—VA

x Si A > 0, c’est le plus facile : puisque (C') admet deux racines réelles ry = —>5¥= et o = ,ily a

deux fonction exponentielles f(t) = e et fo(t) = €' qui sont solutions de (H). Comme ces deux fonctions

ne sont pas proportionnelles (ggg = e(M="2)t ylegt pas constante), on est slir que la solution générale de

(H) est

—b+VA
2a

y = )\1€T1t + )\26T2t

* Si A < 0, c’est un peu plus compliqué : I’équation (C') n’a pas de solution réelle, mais elle admet deux

solutions complexes conjuguées r; = 7b+;7a V=8 — o 4w et Ty = % =a— 1w =71, avec a = ;—f et
w= VQ_A.
a

Formellement, les fonctions exponentielles complexes f(t) = et et fo(t) = ™! sont des solutions, mais ce
ne sont pas des fonctions réelles : ce n’est pas facile & manier. L’astuce vient en fait du calcul de f; + f5 et
f1 — fo et des formules d’Euler.
fi 4 fo est une solution de (H). Or, fi(t) 4 fo(t) = el@t)t 4 pla—iw)t — gat(giwt 1 o=ty QOr les formules
d’Euler nous disent que ]’ . y .

2 —1 X2 —1
e —|—2€ sin(@):e 21.6
On a donc g (t) = cos(wt) et de méme g1 (t) = %@b(ﬂ = e sin(wt) qui sont des solutions
réelles de (H) (non proportionnelles puisque leur quotient vaut tan(wt)).
La solution générale de (H) est donc y = A1g1(t) + A2g2(t) soit

cos(f) =

f1 (t);f2 (t) _ pat

y = e (A1 cos(wit) + Agsin(wt))

* Le cas le plus délicat est le cas A =0 :
Dans ce cas (C') admet une unique solution (qui est réelle) r = 5—;. On dispose donc d’une seule solution
de (H) exponentielle qui est g(t) = e".
On peut alors chercher la solution générale de (H) en appliquant une méthode de variation de la constante :
pour une fonction quelconque y = f(t), on l'écrit sous la forme y = A(t)g(¢) (il suffit de poser A\(t) =
F(t)e ).
On a alors ¢/ (t) = N (t)g(t) + AMt)g'(t) et " (t) = N'(t)g(t) + 2N () (t) + A(t)g" (t).
Dire que y est solution de (H) se traduit donc par I’équation équivalente

(H) <= a(\"(t)g(t) +2X(1)g'(t) + A(t)g" (1)) + b(N' (t)g(t) + At)g'(t)) + cA(t)g(t) = 0
<= At)((ag" () + bg'(t) + cg(t)) + N (£)(2ag'(t) + bg(t)) + aX"(t)g(t) = 0

=0 car g solution de (H)

Intéressons-nous au coefficient de N (¢).

On a 2ag/(t) + bg(t) = 2are™ + be" = e"(2ar + b) = 0 puisque r = — L.
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Donc y est solution de (H) si et seulement si \'(t) = 0, ce qui équivaut a N (¢t) = B (constante) et
A(t) = Bt + v (fonction affine). La solution générale de (H) est donc, dans ce cas y = (A1t + Ag2)e™ . On
a obtenu dans ce cas les deux solutions particulieres de (H) non proportionnelles que sont g(t) = e et
g1(t) = te" | et la solution générale de (H)

Yy = (/\1 -+ )\Qt)eTt.

Théoréme 6. Soit (H) ay"+by’+c¢ = 0 une équation différentielle du second ordre linéaire a coefficients constants
sans second membre et soit (C) ar? + br + ¢ = 0 son équation caractéristique, de discriminant A = b? — 4ac.
* Si A > 0, les racines de (C) étant ry et 7o, alors la solution générale de (H) est :

y = Ae"t 4 e
* Si A < 0, une racine complexe de (C) étant « + iw, alors la solution générale de (H) est :
y = e (A1 cos(wt) + Ag sin(wt))
* Si A =0, la racine double de (C) étant r, alors la solution générale de (H) est :
y=(Mt+ Ag)e’™

Exemple 7. (H) y"—3y' +2y =0.
L’équation caractéristique est (C) : r2 — 3r +2 = 0 dont les racines (évidentes) sont r; = 1 et r9 = 2 donc la
solution générale de (H) est y = Ajel + Age?t .

Exemple 8. (H) y" —2y' + 5y = 0.
L’équation caractéristique est (C) : 72 — 2r +5 = 0 de discriminant A = —16 une racine de (C) est r; = LQ‘/E =
1 + 2i donc la solution générale de (H) est y = (A1 cos(2t) + Ao sin(2t))el .

Exemple 9. (H) 4y" — 12y’ + 9y = 0.
L’équation caractéristique est (C) : 4r2 — 127 +9 = 0 de discriminant A = 0 dont la racine double est r = % donc
la solution générale de (H) est y = (At + )\g)e%t .

2. 4. RESOLUTION DE L’EQUATION COMPLETE

Théoréme 7. Soit (F) ay" + by’ + cy = d(t) une équation différentielle du second ordre linéaire & coefficients
constants (avec un second membre).

Soit (H) ay" + by’ + cy = 0 son équation homogene associée.

La solution générale de (FE) s’obtient en additionnant une solution particuliere de (F) a la solution générale de

2.41 RESOLUTION A L’AIDE D’UNE SOLUTION PARTICULIERE

Proposition 8. Soit (F) I’équation différentielle du second ordre & coefficients constants (F) : ay"+by'+cy = d(t).
Soit (H) : ay"+ by’ + cy = 0 son équation sans second membre associée, et soit (C) : ar? + br 4+ ¢ = 0 son équation
caractéristique.

* Si d(t) est un polynome de degré p, alors (E) admet une solution particuliere
— de méme degré p si 0 n’est pas racine de (C),
— de degré p+ 1 si 0 est racine simple de (C),
— de degré p+ 2 si 0 est racine double de (C).

x Sid(t) est de la forme P(t)eM (P(t) étant un polynéme de degré p), alors (E) admet une solution particuliere
de la forme Q(t)eM , Q(t) étant un polynoéme
— de méme degré p si A n’est pas racine de (C),
— de degré p+ 1 si A est racine simple de (C),
— de degré p+ 2 si A est racine double de (C).

* Sid(t) est de la forme A cos(ut)+i5 sin(ut), alors (E) admet une solution particuliere de la forme A cos(ut)+
Bsin(ut), sauf si iu est racine de (C), dans ce cas, une solution particuliere est de la forme t(A cos(ut) +
Bsin(ut))
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Exemple 10. Soit (E) y" + 3y’ — 4y = 8t + 5.
Cherchons une polynome P(t) = at + b solution de (F).
Pour P(t) = at+ b, on a P'(t) = a et P"(t) = 0 On obtient
P'+3P —AP =8t —4 < ax0+3a—4(at +b) =8t +5
< —4dat + (3a —4b) =8t +5

—4a =8
<~
3a—4b=5

{a:—Q
_ —11
b==

L’équation caractéristique (C) 72 4+ 3r — 4 = 0 de I’équation sans second membre associée (H) y" + 3y — 4y =0

admet 1 et —4 comme racines. Les solutions de (F) sont donc les fonctions du type y = Aje! + Aoe ™4 — 2t — %.

Exemple 11. Soit(E) y" + 4y’ + 5y = sint.

On cherchera une solution particuliere sous la forme a cost + bsin t.

On pose f(t) = acost + bsint.

On a alors f'(t) = —asint +bcost et f"(t) = —acost — bsint. f est solution de (F) lorsque

f"+4f +5f =sint <= a x —acost —bsint + 4(—asint + bcost) + 5(acost + bsint) = sint
<= (—a+4b+ 5a)cost + (—b — 4a + 5b)sint = sint

da+4b=0
—4da+4b=1
1
a=—3
s : 8
b — g
Une solution particuliere de ’équation (E) est donc f(t) = —é cost + %sin t.
L’équation homogene associée admet (C) r? +4r+5 = 0 comme équation caractéristique, de discriminant A = —4,

dont une racine est —2 + 4, donc la solution générale de I’équation homogene est y = e 2/(\; cost + Ay sint) et la
solution générale de (E) est

1 1
y=e (N cost + Agsint) — 3 cost + 3 sint
Exemple 12. Soit (E) y"+ 2y +y = €.
t
Puisque la fonction exponentielle est égale a toutes ses dérivées on peut «voir» que f(t) = § est une solution
particuliere. Comme 1’équation homogene associée (H) y" + 2y’ +y = 0 a comme équation caractéristique (C')

r2 4 2r +1 = 0 qui admet —1 comme racine double, on peut dire que la solution générale de (E) est y =
t
(Mt +A)e t+ &

2. 5. CONDTIONS INITIALES :

Théoreme 9.
Soit tg,t1 € I et yp,y1 € R Une équation différentielle linéaire du premier ordre (F) définie sur un intervallel
posséde une unique solution vérifiant deux conditions initiales du type

y(to) =yo Y (t1) =un
Exemple 13. La solution de (E) y' +y = ﬁ qui vérifier y(5) = 0 et 3/(5) = Oest
y=(—t+ g) cost + In(sint) sint
en effet on a trouver que la solution générale de (F) est
y=(—t+cy)cost+ (In(sint) + co)sint
donc

/

y = —cos(t) — (=t +c1)sint + (In(sint) + ¢2) cost + cos(t) = —(—t + ¢1) sint + (In(sint) + c2) cost
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alors :
Y(5)=0 <= co=0ety(5)=0 < ¢ =
d’ou le résultat.
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